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Pregunta 1: Probabilidad y Estadistica (2 puntos)

La caida de los tipos de interés en el sequndo semestre de 2024 permitio a las familias ahorrar alrededor
de 200 euros al mes en comparacion con lo que venian pagando por sus hipotecas y préstamos. Este
ahorro equivalia a mds de 2000 euros anuales. Ante este escenario, los bancos ofrecieron condiciones
mds atractivas para captar clientes, lo que generd una fuerte competencia entre las entidades. Una de
ellas lanzo los siguientes productos: Préstamo 24 Horas, Préstamo Auto y Préstamo Estudia. Cada
cliente podia contratar, como mdximo, uno de ellos.

La politica de la empresa determind que el reparto final de los préstamos concedidos fuera el siguiente:
un 45% correspondié a Préstamos 24 Horas, un 40% a Préstamos Auto y un 15% a Préstamos
Estudia. Ademds, se analizd el porcentaje de impago en estos productos, que fue del 20 % en Préstamos
24 Horas, del 30% en Préstamos Auto y del 25% en Préstamos Estudia.

Basdndote en el contexto anterior, responde estos cuatro apartados:

1.1 (0.5 puntos) Seleccionado un prestamo al azar, calcula la probabilidad de que no se haya pagado.

Antes de nada, definamos algunas variables para poder expresarnos con claridad. La primera sera la
variable T' que representard el tipo de préstamo. Asi, si T = 24 Horas, el préstamo es del tipo 24
Horas; y asi con los tres tipos posibles. Por otro lado, la variable P —jojo!, no confundir con P, que
representa la probabilidad y no va en cursiva sino en negrita— representara si el préstamo ha sido
pagado, P = Si, o no lo ha sido, P = No.

Con esta notacién, los datos que nos dan en el enunciado con respecto a la probabilidad de los tipos
de préstamos pueden escribirse asi:

9
P(T = 24 Horas) = 45% = 20

2 3
L P(T:Auto):él()%:g y P(T =Estudia) =15% = —;

20’
y, para las tasas de impago,

1
P(P:N0|T:24Horas):20%:g, P(P:N0|T:Auto):30%:%

1
y P(P=No|T = Estudia) =25% = T

Todo esto lo podemos representar como un arbol de probabilidades, el cual mostramos en la figura 1:

T = 24 Horas T = Estudia

4 1 T 3 3 1

5 5 10 10 4 4
[P=si] [P=No| [P=si] [P=No| [P=si] |[P=No

Figura 1: Arbol de probabilidades de pago y de tipo de préstamo.

El enunciado nos pregunta por P(P = No). Para poder responder, deberemos aplicar el teorema de
la probabilidad total, que en para este caso lo que nos viene a decir es que la probabilidad de que no
se haya pagado un préstamo cualquiera es la suma de las probabilidades de que no se haya pagado
un préstamo del tipo 24 Horas maés la de que no se haya pagado un préstamo del tipo Auto mas la
de que no se haya pagado un préstamo del tipo Estudia. Este resultado lo podemos aplicar porque
las condiciones «ser de tipo 24 Horas», «ser de tipo Auto» y «ser de tipo Estudia» son mutuamente
excluyentes, es decir, no se puede dar més de una en simultdneo. Asi pues,

P(P =No)=P(P =NoyT =24 Horas) + P(P =Noy T = Auto) + P(P = No y T' = Estudia)



Aunque no conozcamos estas probabilidades, podemos utilizar la descomposiciéon P(Ay B) = P(A | B) P(B)
para asi obtener expresiones que si nos vengan dadas por el enunciado. Recordemos que esta expresion
simplemente nos dice que la probabilidad de que ocurran A y B simultdneamente es la misma que la

de que ocurra B por la probaiblidad de que ocurra A asumiendo que ya ha ocurrido B.

=P(P =No | T = 24 Horas) P(T = 24 Horas) + P(P = No | T'= Auto) P(T = Auto)
+ P(P = No | T = Estudia) P(T" = Estudia)
19
=<5
99
400
— 0,2475

2,13
5420

3
10

1.2 (0.5 puntos) Sabiendo que no se pago un préstamo, calcula la probabilidad de que sea un Présta-
mo Auto.

En este enunciado nos preguntan por el valor de P(7T" = Auto | P = No). No nos viene dado el valor
de esta probabilidad, pero si el de P(P = No | T = Auto), P(T = Auto) y en el apartado anterior
acabamos de calcular P(P = No). Nos encontramos en el escenario perfecto para aplicar la Regla de
Bayes?, que tiene la expresién® siguiente:

P(B | A)P(A)

PAIB) =~

Para este caso, el papel de B lo juega P = No y el de A lo juega T' = Auto:

P(P =No | T = Auto) P(T = Auto) li .2 16 o
P(T = Auto | P =No) = 1005 2 1S
P(P = No) 2o 33

1.3 (0.5 puntos) Si se pagd el préstamo, calcula la probabilidad de que sea un Préstamo Estudia.

Volvemos a aplicar el mismo procedimiento que en el apartado anterior:

P(P = Si| T = Estudia) P(T = Estudia)

P(T = Estudia | P = Si) = PP =50
= S{

2La Regla de Bayes, en este tipo de contextos, nos permite calcular la probabilidad de las causas conocidos los efectos
—P(A | B)— a partir de las probabilidades de los efectos conocidas las causas —P(B | A)— o al revés. Informalmente,
nos sirve para cambiar el orden de P(A | B) a P(B | A) cuando conocemos una de las dos y nos gustaria obtener la otra.

3Un truco para recordar esta expresién es el siguiente: est4 claro que P(Ay B) =P(By A). Aplicamos a ambos lados
de esta ecuacién la descomposicién que ya hemos tratado en el apartado anterior, P(Ay B) = P(A | B) P(B) para el
lado izquierdo y P(By A) = P(B | A)P(A) en el lado derecho. Nos queda, por lo tanto

P(A|B)P(B)=P(B|A)P(A);
y ahora basta con despejar P(A | B) de la parte izquierda —o P (B | A) de la derecha, si fuese lo que nos interesa—

P(B|A)P(A)

P(A|B)= g



El problema aqui es que no tenemos las probabilidades asociadas a los que si han pagado, pero el
calculo es muy sencillo teniendo en cuenta que la probabilidad de los sucesos complementarios se
calcula asi: P(A) = 1 — P(A). Por lo tanto, P(P = Si | T = Estudia) = 1 — P(P = No | T = Estudia)
y P(P =Si) =1— P(P = No), y para estas nuevas expresiones si que tenemos sus valores:

(1-P(P =No | T = Estudia)) P(T = Estudia)
1 - P(P = No)

_ (-9 5%
— 99
400

45

~ 301
~ 0,1495.

1.4 (0.5 puntos) Segin los datos proporcionados por el enunciado, indica dos sucesos relacionados
con este problema que sean incompatibles. Justifica la respuesta.

En el enunciado nos dicen que «cada cliente podia contratar, como méaximo, uno de ellos». Por lo tanto,
la variable T solo puede tomar un tinico valor. Asi pues, podriamos tomar como sucesos incompatibles
T = 24 Horas y T" = Estudia ya que una persona que ha tomado un préstamo en este banco o bien
habra tomado un préstamo 24 Horas o uno Estudia, pero no los dos a la vez.



Pregunta 2: Anilisis (2 puntos)

2.1 (1 punto) Calcula el drea comprendida entre las grdficas de las funciones f(z) = 22 y g(z) = |z|.

Para calcular el drea comprendida entre las grafi-
cas de f(z) = 2? y g(x) = |z| lo primero que ne- \ 1 - fl) = 2?
cesitamos saber es desde dénde hasta dénde de- J r—g(x) = |z|
bemos calcular este area, ya que estos seran los . /
limites de la integral que plantearemos mas ade-
lante en (1). Ser capaces de dibujar las gréficas \ /
(véase la figura 2) nos puede ser de gran ayuda a 9 ,
la hora de calcular esto, aunque no es necesario. L y
Para encontrar los limites de la dicha integral, ;2 ;1 1 2
necesitamos encontrar los puntos en los que las
graficas de f y de g coincidan, es decir, necesita-
mos encontrar los valores de z para los que 1!

f(z) = g(z) Figura 2: Gréaficas de las funciones f(z) = 2% y
2% = |z|. g(x) = |z|. Sombreado en gris esta el area com-
prendida entre ellas.
El problema de esta ecuacion es el valor absoluto,
el cual nos gustaria que desapareciera. Para ello, lo que haremos serd dividir el problema en partes:
en la primera, solucionaremos la ecuacién asumiendo que x < 0 y por lo tanto que |z| = —z; y en la
segunda, que z > 0 y por lo tanto que |z| = x.

» Siz <0y |z|=—z, entonces
2? = |z|, sustituimos |z| por —z;
2’ =—z
2 +x=0
z(x+1)=0.
De esta ultima expresion sacamos que las dos soluciones posibles son x = —1 y = 0. jPero ojo!

Aunque sea cierto que x = 0 es una solucién de f(z) = g(x), en este caso estamos asumiendo
que z < 0, por lo que no deberiamos tenerla en cuenta. Siendo muy estrictos, esa solucién debera
aparecer en el siguiente caso para poder ser considerada valida.

» Siz >0y |z| =z, entonces

2? = |z|, sustituimos |z| por z;
=z
2 —z=0
z(z—1)=0.

De esta ultima expresién sacamos que las dos —en este caso las dos son vélidas— soluciones
posibles son x =0y x = 1.

Sabiendo que las graficas de f y ¢ intersecan en x = —1, z = 0 y « = 1, podemos plantear finalmente
la integral para calcular el area A entre las dos graficas:

1 1
A= [ 1@ —g@lde= [ o~ fal|az W

De primeras, resolver esta integral puede parecer muy complicado. Pero si ya contamos con la grafica
de la figura 2 dibujada, podernos darnos cuenta de que para x € [—1,1], |z| > 22 y por lo tanto el



absoluto externo podemos quitarlo. Si no hemos dibujado la grafica, basta con probar con dos valores,
uno de ellos en (—1,0) y otro de ellos en (0, 1) y sustituir para ver cuél es el signo de x? —|z|—jrecordad
que en 0 podria cambiar también el signo ya que hay otra interseccién!, por eso hay que mirar en los
dos intervalos y no sirve con solo mirar un valor—:

» en (—1,0) podemos tomar —% y vemos que (—%)2 — |—%| = % — % < 0;
= en (0,1) podemos tomar % y vemos que (%)2 — |%‘ = % -5 <0.

Lo hayamos hecho observando la grafica o sustituyendo, llegamos a que z? < |z| cuando z € [~1,1] y,
por lo tanto, podemos escribir la integral (1) como

A= /_11 (2] - 2) da.

Nos quedaria ahora quitarnos el absoluto interior. Para ello, separamos la integral en los intervalos
[—1,0] y [0, 1] para asi poder sustituir |z| por —z y z, respectivamente:

A:/_ll(|a:]—x2)dx:/_01(—a:—x2)dx+/1(az—x2)dx. @)

0

Estas dos integrales ya pueden resolverse de manera inmediata:

Sin embargo podiamos habernos dado cuenta de un detalle en (2) u observando la figura 2 y es que la
funcién h(z) = |z| — 22 —el argumento de la integral en (2)— es simétrica, es decir, h(z) = h(—z).
Por esto, las dos integrales que aparecen en (2), ff)l (—ac - $2) dr y fol (ZL’ — xz) dz, son iguales y
podriamos habernos simplificado algo las cuentas simplemente poniendo

! 1 1 ! 1 1 1 1 1
A=2 N de =2 (22— 23| =2((=-12-=-13) - (=.02- 2. E—
/0 (af: ZL')dl‘ (21‘ 3m>0 [(2 3 5 0 3 0 3

2.2 (0.5 puntos) Razona, sin calcular la integral, si ff xe®dx tiene signo positivo o negativo.

Para resolver este apartado debemos prestar atencién a las distintas componentes que tiene el inte-
grando ze® y a su signo en el dominio sobre el que estamos integrando, [1,2]. Para todo x € [1,2],
tanto x como e son estrictamente positivos, por lo que su producto ze® también lo sera. Por lo tanto,
como el integrando es siempre estrictamente positivo en todo el dominio de integracién, la integral
también deberd serlo.

Si quisiésemos hilar algo més fino, podriamos decir que para todo = € [1,2] tenemos que = > 1 y que
e” > el = e ya que ambas son funciones crecientes, por lo que tomaran sus valores mas pequefios en
los  mas pequenios del dominio. Asi pues, ze® > 1-e = e para todo x € [1,2] y, por lo tanto,

2 2 2
/ :ne“"de/ edxze/ 1.-dz =ce.
1 1 1

Esto es, no solo la integral es positiva, sino que ademés podriamos decir que su valor es mayor o igual
a e.



2.3 (0.5 puntos) Calcula la integral ff xe®dzx.

Para resolver esta integral, deberemos hacer uso de la integracion por partes, que viene dada por la

siguiente férmulas:
/udv = uv/vdu,

que muchos recuerdan con alguna frase como la tipica «un dia vi una vaca vestida de uniforme». Esta
nos permite aplicar la derivada sobre lo que nosotros tomemos como w pero al coste de tener que
aplicar una integral sobre aquello que escojamos como dv. En nuestro caso, lo que nos interesa es
tomar u = x ya que aplicdndole la derivada se nos quedara como 1y dv = e*dx ya que asi la integral
se aplicard a e* y lo dejard igual, por lo que la siguiente integral serd [ e®dz la cudl si que sabemos
resolver. Ademads como estamos tratando con una integral definida, también tendremos que tener en
cuenta si se transforman los limites de integracién; que aunque en este caso, al ser u = x, no cambian,
con otras transformaciones podrian sf hacerlo®:

2 2
/ xexdx% xeﬂ?—/ edz = e[} — &3 = [262—1'61} - [62—61] = é2.
1 u=dz, v=e%* 1

4En caso de que no nos sintdmos cémodos haciendo los cambios de limites de integracién, podriamos resolver la
integral indefinida [ ze”dz y, una vez tengamos su solucién, es decir su primitiva, bastarfa con que sustituyésemos los
limites originales de integracién sobre ella.



Pregunta 3: Algebra (2 puntos)

Una fdbrica de productos quimicos produce 8 farmacos diferentes. Anualmente, esta fabrica tiene j
clientes que, durante el mes de febrero, realizaron pedidos y/o devoluciones. Dichos datos (en miles
de unidades) se han recogido en la siguiente matriz

S O W ©
N O 00 Ot
O O N

—1

3.1 (0.5 puntos) Indica qué representan las filas y las columnas, y especifica cudles son las compras
que ha hecho cada cliente durante el mes de febrero.

Dado que tenemos una matriz con 4 filas y 3 columnas y en el problema nos hablan de 4 clientes
y 3 farmacos, lo natural es pensar que cada fila se corresponde a los pedidos de cada cliente y cada
columna representa los pedidos que ha habido de cada farmaco. Un ejemplo, en esta matriz la entrada
de la segunda fila y primera columna es 3, lo cual significa que el cliente 2 ha hecho un pedido de 3
mil unidades del farmaco 1. Anadiendo los nombres de cada columna y fila es mas facil entenderlo:

farmaco 1 | farmaco 2 | farmaco 3
cliente 1 9 5 2
cliente 2 3 8 0
cliente 3 0 0 0
cliente 4 6 7 -1

Para responder en concreto a la ultima parte del enunciado, simplemente tenemos que escribir la
informacién que nos da la tabla:

= Kl cliente 1 ha comprado 9000 unidades del farmaco 1, 5000 del farmaco 2 y 2000 del farmaco 3.

= Kl cliente 2 ha comprado 3000 unidades del farmaco 1, 8000 del farmaco 2 y ninguna del farmaco
3.

= El cliente 3 no ha comprado nada.

= Kl cliente 4 ha comprado 6000 unidades del farmaco 1, 7000 del farmaco 2 y ha devuelto 1000
del farmaco 3.

3.2 (1.5 puntos) Sabiendo que el primer cliente ha gastado un total de 3250€, el sequndo un total
de 2850€ y el cuarto un total de 2800€, ;cudl es el precio por unidad de cada fdrmaco?

Esta pregunta nos estd pidiendo que solucionemos algiin tipo de sistema de ecuaciones cuyas incognitas
son los precios de los farmacos. Llamemos x1 al precio del farmaco 1, z2 al precio del farmaco 2 y x3
al precio del farmaco 3. El dinero que se habra gastado el cliente 1 sera las unidades de farmaco 1 que
haya comprado por el precio del fArmaco 1 mas las unidades de farmaco 2 que haya comprado por el
precio del farmaco 2 mas las unidades de farmaco 3 que haya comprado por el precio del farmaco 3,
es decir —haciendolo todo en miles—:

9x1 + S22 + 223 = 3,25;
andlogamente con los clientes 2 y 4,

3x1 + 8x2 + 0x3 = 2,85
6x1 + Txo — log = 2,8



Aqui debemos apreciar un sistema lineal que puede expresarse como

9 5 2 T 3,25
3 8 0 x2 | = 12,85
6 7 —1 xr3 2,8

Este tipo de sistemas ya lo podemos resolver por el método de Gauss °:

95 2325\ /38 028\ /3 8 0|28
38 028 | 228 (9 5 9|32 | 2ERBA N G 19 9 | 53
6 7 —1| 28 6 7 —1|28 ) BB g 9 _1]-29

Para evitar hacer una divisién por 19 que puede darnos problemas a la hora de arrastrar decimales,
restamos la fila 3 a la 2 para quedarnos con una posicién diagonal —10:

3.8 00285\ , ., (3 8 0 [28 38 0 | 28
BehoBof g 19 3 | —24 10 0 1 —03|024 | BB A 6 1 3] 024
0 -9 —1|-29 0 -9 -1 |-29 0 0 —37|-0,74
heoip (38 0 |28
: 01 —0,3]024
00 1 |02

Aqui podriamos parar y sustituir hacia atras desde el escalén mas bajo, que nos dice que z3 = 0,2,
y con el cual podemos sustituir en el segundo escalén y asi sucesivamente. Sin embargo, una manera
mas rapida de hacer esto es continuar el método para eliminar todas las entradas que nos queden por
encima de la diagonal.

o oan (38 0285 30 00045\ . 1, (10 0[015
BB (g 1 o) 03 | B E L  1 0] 03 E 01 0|03
00 1|02 00 1|02 00 1|02

Por todo esto, llegamos a la conclusién de que z1 = 0,15, 2 = 0,3 y 3 = 0,2, es decir, que el precio
del primer farmaco es de 150 €, el del segundo 300 € y el del tercero 200 €.

5Para aquellos que no estéis familiarizados con la notacién que aqui utilizamos, cuando escribimos algo como
Fy<F5+3F3 . P 7 : ‘
——=——" nos referimos a que, después de esa flecha, la fila 2 serd la suma de la fila 2 anterior més tres veces la

fila 3 anterior.

10



Pregunta 4: Anilisis (2 puntos)

Responda al apartado 4.1 o al apartado 4.2.

4.1 Sea f:R — R la funcion dada por f(zx) = arctg(x + 7) donde arctg denota la funcion arcotan-
gente.

4.1.1 (1 puntos) Determina los intervalos de concavidad y convexidad de f. Estudia y halla, si
existen, los puntos de inflexion de f (abscisas donde se obtienen y valores que se alcanzan).

En esta pregunta nos puede ser 1util conocer la
gréfica de la funcién arctg(z) (en azul en la Figu-

(NIE]

ra 3) la cual tiene un punto de inflexién en (0, 0), ’/—
pasando de ser convexa en el intervalo (—o0,0) a

ser céncava en el intervalo (0,00). En el ejercicio S/

nos preguntan, no sobre esta funcion, sino sobre 5 1 ;
arctg(z+ ), que se corresponde a la funcién des-

plazada 7 unidades a izquierda® (En rojo en la ——- arctg(z)

Figura 3). Esto nos permitiria concluir, directa-
mente, que la funcién f del enunciado va a tener
un punto de inflexiéon 7 unidades a la izquierda
de donde lo tenfa arctg(z), es decir, en (—m,0), Figura 3: Gréfica de la arctg(z + 7) junto con la
siendo por tanto convexa en (—oco, —7) y céncava grafica de arctg(x) como referencia (en disconti-
en (—m,00). nuo).

— arctg(x + )

Ahora bien, si no conocemos la grafica de la arcotangente o las propiedades de traslacion de graficas,
podemos recurrir al método estandar para calcular intervalos de curvatura y puntos de inflexién a
través de la segunda derivada, con el cual reafirmamos lo anterioremente expuesto. En este caso
tenemos que f es derivable en todo R y, aplicando la regla de derivacion de la arcotangente,

1

() = ——————— para cada z de R,

f(z) Tr@rrE?

puesto que el denominador de esta fraccién no se anula en ningtin punto. De nuevo f’ es derivable en
todo R y, aplicando la regla de derivacién de un cociente

0-1+@+m?*)—1-2x+n)  —2x+mn)

(1+ (z 4 m)?)? (14 (x+m7)?)
puesto que, de nuevo, el denominador de esta fracciéon no se anula en ningin punto. La teoria de la
curvatura mediante la segunda derivada nos dice que cuando esta es positiva la funcién es convexa y
cuando es negativa la funcién es céncava.” Para determinar en qué intervalos f” es positiva y negativa
encontramos primero en qué puntos se anula

—2(x+m
f”(x):()<:>(—)22:0<:>72(:c+7r):O<:>3:+7T:O<:>3::—7r
(1+ (z+m)?)

pues la fraccién se anula inicamente alli donde se anula el numerador. Ahora, para determinar el signo
de f” a derecha y a izquierda de x = —m unicamente debemos tomar un valor a cada lado y observar
el signo

f(w) =

5 para cada z de R,

SEn general, dada una funcién f : R — R, la funcién f(z 4+ a) corresponde graficamente a un desplazamiento de a
unidades a izquierda, mientras que la funcién f(z) 4+ a corresponde a un desplazamiento de a unidades hacia arriba,
respecto a la original f(x).

"Una regla mnemoténica para recordar esto es relacionar “negativa” con “triste”, asociada a la concavidad N por ser
una carita triste, y “positiva” con “feliz”, asociada a la convexidad U por ser una carita feliz.

11



» a la derecha de x = —7 cogemos por ejemplo x = 0. Ahf{ se tiene que f”(0) = ﬁ < 0. Esto

nos dice que f” es negativa en (—m,00), y por tanto en este intervalo f es céncava.
» alaizquierda de x = —7 cogemos por ejemplo z = —4. Ahf{ se tiene que f”(—4) = % >
0. Esto nos dice que f” es positiva en (—oo, —), y por tanto en este intervalo f es convexa.

Concluimos por tanto que f es convexa en (—oo, —m) y céncava en (—7,00). En x = —7 la funcién
pasa de ser convexa a ser concava, y esto es lo que denominamos un punto de inflexién, que se alcanza
en la abscisa x = —7 y alcanza valor f(—7) = arctg(—mn + 7) = arctg(0) = 0. El punto de inflexién es
entonces (—,0).

f(z)

sen(z)
minador sen(x) por g(x), siendo g(x) =sen(x) si v # —m y g(—7n) =27

4.1.2 (1 puntos) Calcula lim,_, . 5 Cudl seria el valor del limite si cambiamos en el deno-

La primera parte de la pregunta corresponde al cdlculo de un limite mediante los procedimientos
habituales. En particular, comenzamos por sustituir x por —7 en la expresion

. f(=x) . arctg(r+m) arctg(—m+m) 0
lim = lim = =
a—-rsen(r) a«—-7r  sen(z) sen(—m) 0

lo cual nos conduce a la indeterminacién 0/0. La manera més réapida de resolver esta indeterminacién
en este limite es usar la regla de I’'Hopital, derivando numerador y denominador por separado de
manera que
1 1
x " 1 2 1+ (- 2 1
o J@ o f@) o TP Tr(aa? 1
z——msen(zr) az—-wsen’(x) z—-7  cos(x) cos(—m) -1

Para la segunda parte de la pregunta hemos de

entender bien qué nos estan preguntando. En la reta(e)
Figura 4 se representa en azul la funcién sf; 1'(1?3)5) ,de sen(z)
la cuél hemos calculado el limite cuando x tiende 2
a —m y nos ha dado —1. Eso se corresponde grafi-

camente con que la funcién, a la izquierda y a la ¢
derecha de x = —7 se acerca al valor de ordenada

y = —1. Sin embargo, esto no quiere decir que en

x = — la funcién valga —1, pues de hecho ahi la

funcién no esté definida porque el denominador

se anula —sen(—m) = 0—, habiendo una discon-

tinuidad evitable. Esta es de hecho la razén por la Figura 4: Grafica de %f;{ﬂ. En rojo, el punto
cual obteniamos una indeterminacioén al calcular

el limite.

S t
que se incluirfa para * = —7 en %

Lo que se propone ahora es sustituir ese denominador que se anula por una nueva funcién g(zx) que es

exactamente sen(z) en todos los puntos de R excepto en ese x = —7 que nos estaba dando problemas,

donde la funcién se redefine como g(—m) = 2. Tendremos entonces que la funcién L2) of estard definida

g9(z)
en r = —7 y valdra g é:;g = % = 0, representado con el punto rojo en la Figura 4.

Sin embargo, la introduccién de este nuevo punto no afecta al cdlculo del limite, pues hemos de recordar
que el concepto de limite consiste en acercarse infinitamente a un punto pero sin llegar a tocarlo. No
importa si en el punto del limite la funcién no estd definida —como ocurria antes—, vale 0 como

ahora, o valiese cualquier otra cantidad, lo importante es que a la derecha y a la izquierda de x = —
la funcién sigue acercandose al punto de ordenada y = —1, como se ve en la Figura 4, asi que el limite
sigue siendo
lim M =—1.
T—r—T g(,fL')
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Noétese que en este caso el limite no puede calcularse sustituyendo x por —m, pues obtendriamos
% = 0, que es el valor de la funcién en x = —x. Normalmente este método de sustitucion nos
funciona porque tratamos con funciones continuas, y recordemos que la definicién de continuidad

implica que
i Existe la funcién en el punto.
ii Existen los limites de la funcién a izquierda y a derecha del punto.
iii Los limites de la funcién a izquierda y a derecha del punto coinciden con la funcién en el punto.

Aqui tenemos que (i) y (ii) se cumplen, y como sabemos que la funcién no es continua necesariamente
tiene que ser (iii) lo que no se cumpla. En particular, los limites a izquierda y a derecha si coinciden,
y valen —1 porque la definicién de la funcién no ha cambiado en los alrededores de x = —m, pero no
coinciden con el valor de la funcién en x = —m, que si ha cambiado al introducir g en el denominador,
pasando de no estar definida a valer 0.

4.2 La suma de los perimetros de un cuadrado y un tridngulo equildtero es 100 metros.

4.2.1 (1.5 puntos) ;Cudles deben ser las medidas de los lados del cuadrado y del tridngulo para
que la suma de sus dreas sea minima?

Nos encontramos ante un problema de optimizacién, en el cual se
quiere optimizar, en particular minimizar, el drea total del cuadrado

Y i y el tridngulo, en funcién de los lados de estos. Denotando por z la

h! medida del lado del cuadrado, pues todos los lados son iguales entre

: si; e y la medida del lado del tridngulo, pues todos los lados son iguales

T 4 entre si pero no necesariamente iguales que los del cuadrado, (véase

] la figura 5) se tiene que el drea del cuadrado viene dada por
Figura 5: Diagrama del tridngulo )

y el cuadrado. Acuadrado(T) = 77,

mientras que para la del tridngulo hay que hacer algunas cuentas intermedias. En concreto, necesitamos
hallar la altura del tridangulo. Dicha altura divide el tridngulo equilatero en dos tridngulos rectangulos
cuya hipotenusa es el lado del tridngulo original, ¥, y cuyos catetos son la mitad del lado del tridngulo
original y/2 y la altura a determinar h (véase de nuevo la figura 5). Aplicando el Teorema de Pitdgoras
se tiene que

2

2
() o o V3
Y (2 ==y s 2 v

Entonces, el area del tridngulo viene dada por

y-h Y- V]
Atriangulo(y) = 9 = 22 = T?ﬂ-

Con todo ello obtenemos una funciéon que nos da el area total del cuadrado y el rectangulo en funciéon
de x e y:

V3
A(.’E, y) = Acuadrado(flf) + Atriangu]o(y) = .’1:2 + TyZ

Esta es la funciéon que queremos minimizar, pero tenemos una condiciéon extra en el enunciado, y es
que la suma de los perimetros es 100 metros, lo cual viene a decir que

100 = P(-% y) = Pcuadrado(l') + Ptriangulo(y) =4z + 3y.

Podemos por tanto despejar una de las variables en funcién de la otra, por ejemplo
100 — 4z
y(z) = T3
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y con ello expresar la funcion del drea a minimizar en términos de una sola variable:

—Ax 2
A) = Az, y(2)) =2* + \ff(:c) =% 4 {f - (10094)

Ahora, para minimizar esta funcién utilizaremos el método de la primera derivada. En este caso
tenemos que A es derivable en todo R y

A'(z) —2x+\f-3-(100—4x).(—4) =2 — 2‘9/5(100—437) = <2+

8\/§> _200v3
9 9

La teoria de monotonia mediante la primera derivada nos dice que cuando esta es positiva la funcién
es creciente y cuando es negativa la funcién es decreciente. Para determinar en qué intervalos A’ es
positiva y negativa encontraremos primero en qué puntos se anula

2004/3

8v/3 2004/3 200+/3 300v/3 — 400
Allz) =0 2+ V3), _200V8 . "9 _ 200V3 _300v3 ~ 10,87.
9 9 18+8vV3 18+8V3 11
9
3004/3—400

Ahora, para determinar el signo de A’ a derecha y a izquierda de x = Unicamente debemos

tomar un valor a cada lado y observar el signo:

11

= a la derecha de x = w cogemos por ejemplo x = 11. Ah{ se tiene que A’(11) = 0,446 > 0.

300v/3—400
11

Esto nos dice que f’ es positiva en ( ,00) y por tanto en ese intervalo f es creciente.

= alaizquierdade z = w cogemos por ejemplo x = 0. Ahf se tiene que A’(0) = —% < 0.

Esto nos dice que f’ es negativa en (—oo, W) y por tanto en ese intervalo f es decreciente.

300v/3—400

) v creciente en (B‘Oo\fé400

11
la funcién pasa de ser decreciente a ser creciente, y esto es lo que denominamos un

Concluimos por tanto que f es decreciente en (—oo,
300/3-400
1

,00). En
Tr =
minimo.

Otra manera de haber comprobado esto es utilizar el criterio de la segunda derivada para extremos

locales, que nos dice que, dado un punto donde la primera derivada es nula, si la segunda derivada es
b ) b

positiva se trata de un minimo y si es negativa se trata de un méximo.® En nuestro caso

8v/3 3004/3 — 400

Al(x) =2+ 73 > 0 para cada x de R, en particular para = = 1
confirmando que se trata de un minimo.
Asi pues, se tiene que el drea minima total se alcanza cuando el lado del cuadrado mide
x = 300V3-400 1, 10 87 metros

y con ello el lado del tridngulo debe ser

~ 18,83 metros.

300v/3—400
(300\/5 - 400) _ 100-4- ( T ) 1100 — 1200v/3 + 1600 2700 — 1200/3
11 B 3 - 33 B 33

4.2.2 (0.5 puntos) ;FEs posible determinar las medidas de los lados del cuadrado y del tridngulo
para que la suma de sus dreas sea mdxima?

En el apartado anterior hemos concluido que la funcién A(z) que expresa el drea total del cuadrado y el
tridngulo en funcién del lado del cuadrado tiene un minimo, y por tanto ha sido posible determinar las

8Esto se relaciona con la teorfa de la curvatura mediante la segunda derivada de la siguiente manera: si en un punto
la segunda derivada es positiva se tiene que la funcién es convexa U, de modo que de haber un extremo local tiene que
ser un minimo; mientras que si la segunda derivada es negativa se tiene que la funcién es céncava N, de modo que de
haber un extremo local tiene que ser un maximo.
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medidas que dan lugar a drea minima. Sin embargo, hemos visto que la funcién no tiene més extremos
locales. Esto significa que el valor del drea va a hacerse mas y méas grande conforme aumentemos o
reduzcamos x. Esto podria llevarnos a pensar que no vamos a poder encontrar unos valores para area
maxima, y esto serfa cierto si z pudiese tomar cualquier valor en R. Sin embargo, sabemos que = no
puede ser menor que 0, ni tampoco mayor que 100/4 = 25, pues en tal caso el perimetro del cuadrado
ya superaria los 100 metros. El drea maxima debe encontrarse por tanto en x = 0, habiendo por tanto
tinicamente un tridngulo de lado 100/3 = 33.3 y perimetro 100; o en x = 25, habiendo por tanto
unicamente un cuadrado de lado 25 y perimetro 100.

» si x = 0 entonces A(0) = % ~ 481,13 metros cuadrados.

» si z = 25 entonces A(25) = 252 = 625 metros cuadrados.

El drea maxima se alcanza, pues, cuando el lado del cuadrado es 25 metros y el del tridngulo 0.
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Pregunta 5: Geometria (2 puntos)

Responda al apartado 5.1 o al apartado 5.2.

5.1 Seanu yv dos vectores no nulos de R perpendiculares entre si yw = u x v su producto vectorial.
Se definen a = (uxv)+w,b=vx (vXxw) yc=u-(vxw). Indica si a, b y c son vectores o escalares
(nimeros). Para aquellos que sean vectores, justifica si son paralelos a algunos de los vectores u, v y
w.

En el caso de a simplemente debemos hacer las operaciones empezando por el paréntesis:
a=(uxv)+w=w+w=2w,

lo cual es un vector paralelo a w. En el caso de b, recordemos antes de nada que dados dos vectores a y
b, el producto vectorial a x b nos devuelve un vector ¢ que es perpendicular a a y b simultdneamente” .
Por esto, tenemos que pensar que v X w es un vector perpendicular a v y a w, como estamos en R3,
tenemos que la tnica posibilidad es que v X w sea un multiplo de u, es decir, v x w = ku donde k € R.
Por lo tanto,

b=vx (vxw)=vx (ku)=k(vxu)=—k(uxv)=—kw.

Es decir, que b es un vector paralelo a w también. Para el tltimo computo, recordemos que el producto
escalar de dos vectores a y b nos devuelve un escalar —un nimero y no un vector— que viene dado
por a-b = ||a|| ||b|| cos §, donde 6 es el dngulo que forman los dos vectores. En base a esto, ¢ = u- (v X w)
es un escalar, ya que u y (v X w) son vectores y sobre ellos aplicamos un producto escalar que los
convierte en un valor escalar.

5.2
5.2.1 (1 puntos) Halla las ecuaciones paramétricas de la recta s que pasa por el punto P(4,—3,0)

y es perpendicular al plano mr=x —2y+2—1=0.

Las ecuaciones paramétricas de la recta s seran

8
—~
20
N—
8
_|_
—
ot
~—
8

~

y = (Ps)y+ (Us)y-t contenRR.

donde Us = ((Us)a, (Us)y, (Us)-) es un vector director de la recta y Py((Ps)z, (Ps)y, (Ps)2) es un punto
de la recta. Recordamos que estas ecuaciones paramétricas se derivan de la ecuacion vectorial

P, +7Us-tcontenR

que representa el hecho de que moviéndonos desde un punto P de la recta un multiplo del vector
director vs podemos alcanzar cualquier otro punto de la recta s, simbolizando esta ecuacion la recta
en su conjunto.

9Una buena manera de visualizar el producto vectorial es con la regla de la mano derecha en la que el primer dedo
—con el que contariamos «1»— representa el primer vector y el segundo dedo —el que incluimos cuando contamos «2»—
representa el segundo vector (esto de izquierda a derecha):

* axb




En el caso del problema que nos ocupa, puesto que queremos que la recta pase por el punto P,
tomaremos P; = P. Por su parte, queremos que sea perpendicular al plano 7, asi que tomaremos un
vector director que sea perpendicular a 7. La manera més ficil de hacer esto es recordar la definicién
de “vector normal” de un plano, y es que dado un plano de ecuacién

T=ax+by+cz+d=0

el vector 7i = (a,b,c) es el vector normal al plano y cumple que es perpendicular a este. Asi pues,
tomaremos Us = i, = (1,—2,1). Con todo ello las ecuaciones paramétricas de s son

r =4+t
y =-3—-2t contenR.
z =t

5.2.2 (1 puntos) Considera el tridngulo de vértices A(0,0,0), B(2,4,0) y C(5,0,0). Utilizando pro-
ductos vectoriales, calcula su drea, y comprueba el resultado mediante otro método.

B Notar, primero de todo, que la coordenada z de los tres
44 puntos A, B, C es 0, de modo que el tridangulo se encuentra
de hecho en el plano OXY. Mas atun, la coordenada y de
los puntos A y C es 0, asi que uno de los lados del tridangulo
2] estd apoyado sobre el eje OX, y podemos tomarlo como la
base del tridngulo (véase la figura 6). Las coordenadas x

4 ¢ de A y C nos indican que dicho lado mide 5 unidades. Por
~1 1 2 3 4 5 su parte, el punto B tiene coordenadas (2,4), lo cual nos
indica que la altura del tridngulo mide 4 unidades. Asi, el
Figura 6: Diagrama del plano OXY'. érea del tridngulo debe ser

ﬁ:E:10u2.
2 2

Para calcular este drea usando productos vectoriales echamos mano de la férmula que viene en el papel
de examen: Dado un tridngulo ABC', su drea puede obtenerse con la expresion

]ﬁxﬁ]
2

En nuestro caso se tiene que

AB = (5—0,0—0,0—0) = (5,0,0) AB =(2-0,4—0,0—0) = (2,4,0)
de modo que
i j ok B B
ABxac=5 0 0/ =" Y7i=> Y5+> Y% =20k = (0,0,20)
Sl VR R - 0 R e

AL x AC| (0,0,20)] V02024202 20
oL

y por tanto el drea del tridngulo es 5 = 5 5
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jOs deseamos mucha suerte a todos en vuestro examen!

Este documento fue realizado por Sixto José Martinez Gan y Diego Recaj Arbiol, de la Asociacién
Matemanicos de la Universidad de Zaragoza en diciembre de 2025.

Esta permitido —y de hecho es su propodsito— divulgar, enviar y compartir este documento
libremente. Sin embargo, debe respetarse la autoria de este y modificaciones que oculten a los
autores o a las instituciones que los respaldan no estan permitidas.

Bajo ningin concepto puede hacerse negocio ni ningtin otro tipo de actividad lucrativa con este
documento.
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